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INTRODUCT ION A L'ORDONNANCEMENT DE PLUSIEURS MACHINES

J.K. LENSTRA

Mathematisch Centrum, Amsterdam

A.H.G. RINNOQOY KAN

Universite Erasmus, Rotterdam

RESUME

Cet article présente une synthése des résultats récents dans le domaine de
1’ ordonnancement de plusieurs machines. La théorie de la complexité de
calcul fournit le cadre dans lequel sont présentés ces résultats. Ils con-
cernent d'une part le développement de nouveaux algorithmes polynomiaux,
et d'autre part l'application du concept de NP-dureté ainsi que 1l'analyse

des algorithmes d4'approximation.

NOTIONS CLEFS: machines paralleles, tdches, contraintes de précédence,
préemption, temps d'achévement maximum, temps d'achévement total, complexité

de calcul, algorithme polynomial, NP-dureté, optimisation, approximation.

NOTE. Cet article sera inséré dans le compte rendu du colloque "Regards sur

la théorie des graphes", Cerisy-la-Salle, 12-19 juin 1980.



1. INTRODUCTION

Au cours des dernieres ann€es, la théorie de 1l'ordonnancement de plusieurs
machines a connu un développement rapide. Ceci est ddd en partie au succés
spectaculaire de la théorie de la complexité de calcul. L'application de
cette théorie a permis de tracer une frontiére précise entre deux classes
de problemes d'ordonnancement: les problémes bien résolus, pour lesquels
il existe des algorithmes polynomiaux en temps, et les problémes NP-durs,
qui sont probablement impossibles a traiter en ce sens qu'il est improbable
gqu'il existe des algorithmes polynomiaux pour les résoudre. La premiére
classe s'est étendue continuellement grdce au développement de nouveaux
algorithmes d'optimisation polynomiaux. En méme temps, de nombreux algo-
rithmes d'approximation pour les problémes de la deuxiéme classe ont été
analyses.

L'organisation de l'article est la suivante. L.a section 2 donne une
courte introduction a la théorie de la complexité de calcul des problémes
combinatoires; un traitement plus détaillé se trouve dans [Karp 1972,1975;
Garey & Johnson 1979 ; Lenstra & Rinnboy Kan 1979]. Les trois sections
sulvantes présentent une bréve revue des résultats disponibles pour les
problémes d'ordonnancement de plusieurs machines. La section 3 concerne un
éertain nombre de modeéles de base pour 1l'ordonnancement de tdches sur des
machines paralleles. On considére a la section 4 le cas particulier de
temps d'exécution unitaires et l'influence de contraintes de précédence
entre les taches. La section 5 est dévolue au cas ol la préemption (inter-

ruption des taches) est permise et ol l'on peut spécifier des dates variables

de disponibilité de t&che. La section 6 contient quelques remarques en

gulise de conclusion.

2. COMPLEXITE DES PROBLEMES COMBINATOIRES

La complexité de calcul d'un probléme combinatoire doit évidemment é&tre
reliée au comportement des algorithmes élaborés pour le résoudre. Ce
comportement est d'habitude mesuré par le temps de calcul de l'algorithme

(c'est—-a—-dire le nombre d'opérations é€lémentaires telles que les additions



et les comparaisons) par rapport & la taille du probléme (c'est-a-dire du
nombre de bits occupés par les données).

Si un probléme de taille n peut étre résolu par un algorithme avec
un temps de calcul O(p(n)) ot p est une fonction polynomiale, alors
l'algorithme peut &tre appelé bon et le probléme bien résolu. Ces notions
furent introduites par Edmonds |[Edmonds 1965] dans le contexte du probléme
du couplage; son algorithme peut &tre implémenté de facon & prendre un
temps O(n3) sur des graphes a n sommets. Des algorithmes polynomiaux ont
été développés pour une grande variété de problémes combinatoires [Lawler
1976]. D'autre part, de nombreux problémes semblables peuvent seulement

étre résolus a l'aide de méthodes énumératives qui peuvent exiger un

temps exponentiel.

Confronté a un probléme combinatoire, on désirerait naturellement
savolr s'il existe un algorithme polynomial ou si, au contraire, toute
méthode de résolution doit prendre un temps exponentiel dans le pire des
cas. Les resultats de ce dernier type sont encore rares, mais il est sou-
vent possible de montrer que l'exist;ence d'un algorithme polynomial est, a
tout le moins, tres improbable. On peut arriver & un tel résultat en
prouvant que le probléme en question est NP-complet [Cook 1971; Karp 19721].
- Selon la définition formelle donnée ci-dessous, les problémes NP-complets
sont équivalents en ce sens qu'aucun d'entre eux n'est bien résolu et
que, si l'un d'entre eux était bien résolu, il en serait de méme pour tous.
Comme tous les problemes classiques qui sont notoires pour leur intraitabi-

lité de calcul, tels que les problémes du vovageur de commerce, de 1l'ordon-

nancement général sur machines et de la programmation entiére, sont connus
pour étre NP-complets, la résolution d'un tel probléme en temps polynomial
serait effectivement trés surprenante. Pour les besoins de la pratique,
cecl implique qu'en résolvant de tels problémes on peut tout aussi bien

accepter l'inevitabilite d'un mauvais algorithme d'optimisation (superpolyno-

o

mial) ou recourir a l'usage d'un bon algorithme d'approximation (polynomial).
La théorie de la NP-complétude concerne en premier lieu les probléemes

de reconnaissance, qui exigent une réponse par oui ou par non. Un exemple

* La notation g(n) = O(p(n)) signifie qu'il existe une constante c = 0

telle que |[g(n)]| < c*p(n) pour tout n > O.



de tel probleme de reconnaissance est le suivant:

1 t . 1 ]

question: existe-t-il un sous-ensemble S < {1,2,...,t} tel que

occurrence: entiers positifs a

Ejes aj = b? -
PARTITION peut étre résolu par énumération compléte en temps O(2 ) ou
par programmation dynamique en temps O(tb) [Bellman & Dreyfus 19621, mais
ces temps d'exécution sont tous deux exponentiels en la taille du,prdbléme,
qul est O(t log b).

Une occurrence d'un probléme de reconnaissance est admissible si la
question peut étre répondue affirmativement. L'admissibilité est d'habi-
tude équivalente a l'existence d'une structure associée qgqui satisfait une
certaine propriété.

Un probléme de reconnaissance appartient & la classe P si, pour toute
occurrence de ce probléme, son admissibilité ou sa non—-admissibilité peut
étre déterminée par un algorithme polynomial. Il appartient & la classe NP
si, pour toute occurrence, on peut @éterminer en temps polynomial si1i une
structure donnée affirme son admissibilité. Par exemple, PARTITION est un
membre de NP} car pouxr tout S C {1,...,t} on peut tester si zjes aj = b
"en temps O(t). Il est &vident que P < NP. |

Un probléme P' est dit réductible au probléme P (notation P' « P) si
pour toute occurrence de P' on peut construire en temps polynomial une
occurrence de P telle gue la résolution de l'occurrence de P résoudra
l'occurrence de P' également. Informellement, la réductibilité de P' a
P implique gque P' peut étre considéré comme un cas particulier de P, de
sorte que P est au moins aussi difficile que P'.

P est appelé NP-dur si P' « P pour tout P' ¢ NP. Dans ce cas, P est
au moins aussi difficile gque tout probléme de NP. P est appelé NP-complet
si P est NP-dur et P € NP. Donc les problémes NP-complets sont les plus
difficiles des problémes de NP.

Un algorithme polynomial pour un probléme NP-complet P pourrait étre
utilisé pour résoudre tous les problémes de NP en temps polynomial, puisque
pour toute occurrence d'un tel probleme la construction de l'occurrence cor-

respondante de P et sa résolution peuvent étre effectuées toutes les deux en

temps polynomial. Nous notons les deux conséquences 1mportantes suivantes.



(1) Il est trds improbable que P = NP, car NP contient de nombreux pro-

blémes combinatoires bien connus, pour lesquels en dépit d'un considérable
effort de recherche aucun algorithme polynomial n'a été découvert jusqu'ici.
(ii) Il est trés improbable que P € P pour n'importe quel probléme NP-complet
P, car ceci impliquerait que P = NP d'aprés 1'argument précédent.

i

La premier résultat sur la NP-complétude est dd & Cook [Cook 1971]. Il
a €laboré une "réduction maitresse" pour prouver que tout probléme de MNP
est réductible au probléme appelé SATISFIABILITE. Sur base de ce résﬁltatq
Karp [Karp 1972] et beaucoup d'autres (voir, par exemple, [Karp 1975; Garey
& Johnson 1979; Lenstra & Rinnooy Kan 1979]) ont identifié un grand nombre
de problemes NP-complets de la maniére suivante. On peut établir la NP-
complétude d'un probléme P € NP en spécifiant une réduction P' « P ou P
est déja connu pour étre NP-complet: pour tout P" € NP, P" « P' et P' « P
impliquent alors que P" « P é&galement. De cette facon, il a été prouvé que
PARTITION est NP-complet [Karp 1972].

En ce qui concerne les problemes d'optimisation, on reformule usuelle-
ment, disons, un probléme de minimigation en un probléme de reconnaissance
en demandant l'existence d'une solution admissible dont la valeur est au
plus égale a un seuil donné. Lorsqu'il peut étre prouvé que ce probléme de
‘reconnalssance est NP-complet, le probléme d'optimisation correspondant
est NP-dur en ce sens que l'existence d'un algorithme polynomial pour le

résoudre impliquerait que P = NP,

3. QUELQUES MODELES DE BASE

Supposons que n taches Jj (§ = 1,2,...,n) doivent étre exécutées sur m

machines ou processeurs paralléles Mi (i=1,2,...,m). Chague machine peut

exécuter a la fols une tache au plus; chaque tache peut é&tre exécutée sur
n'importe laquelle des machines. Les types de problémes &tudiés dans cet
article seront caractérisés par une classification a trois champs alBlY'

[Graham et al. 1979].

|

Le premier champ o spé€cifie l'environnement en machines. Notons

alaz
pij le temps requis pour exécuter Jj suxr Mi' On considérera trois valeurs
possibles de a1:



—~ P (machines identiques) : pij = Pj’ c'est-a-dire que le temps d'exécu-
tion de Jj sur Mi est égal au temps d'exécution requis pj de Jj’ pour
tout M, ;

i

~ Q (machines uniformes) : pij = pj/si, c'est-a-dire que le temps d'exécu-
tion de Jj sur Mi est €gal au temps d'exécution requis pj de Jj divisé
par la vitesse S: de Mi;

— R (machines sans relations) : pij est arbitraire.

Sy

Si 0, est un entier positif, m est constant et égal a « si a, est vide,

27 2
m est variable.

Le second champ B indique certaines caractéristiques des tdches. Dans
cette section, B sera vide, ce qui implique ce qui suit:
— tous les pij (oupj) sont des entiers non—-négatifs arbitraires;
- on ne spécifie pas de contraintes de précédence entre les taches:
- la préemption (interruption de t&ches) n'est pas admise;
- toutes les taches sont disponibles pour 1'exécution au temps O.
La notation necessaire a indiquer lesquelles de ces hypothéses ne sont pas
vérifiées sera définie dans les sections suivantes.

Le troisieme champ y correspond au critere d'optimalité choisi. Tout

ordonnancement admissible définit un temps d'achévement C. de J.

J J
(J =1,...,n). Nous considérerons la minimisation de deux critéres:
~ le temps d'achévement maximum C = max 1C,,...,C };
max 1 n
- le temps d'achévement total Ecj = C1+...+Cn.

La valeur optimale de y sera notée Y*: la valeur obtenue par un algorithme

(d'approximation) A par yY(A).
Les exemples 1, 2 et 3 illustrent cette classification de problémes. On
utilise des diagrammes de Gantt pour représenter les ordonnancements de

maniere évidente.

Exemple 1. PZIIECj

probleme: minimiser le temps d'achévement total sur deux machines identiques.

occurrence: n = 6; p, = j (3 =1,...,06).

ordonnancement optimal:

|
g
J ﬂ

4
0o 1 2 4 6 9 12 Yoo = 34




sury trois machines uniformes.

ninimiser le temps d'achévement maximum

occurrence: s, = 4, s, = 2, s = i: n= 7; pj =4 (3 = 1,...,7).
] e »

: & ! rw a4 _.,-a ‘ .I'i:.r ), 1]
Oradonnancem:

Max

probleme: minimiser le temps d'acheve

ment total sur m machines sans relations.

occurrence: m = 3; n = Py = 1, Plj = 1 (3 = 2,...,7), Pig = 8,
= 1, = 2 (jMZ,...J), -...:::9’

Posg
P3g

Ps1
Py,

sz
ij

= 3 (] = 2,...,7), 9.

mj_p

B

max

Présentons une syntheése des résultats disponibles pour ces modéles de base.

1l se trouve que les problémes ZC ; sont relativement aisés, tandis que les

problémes Cmax sont tres difficiles.
La régle

du plus court temps d’'exécution ("shortest processing time":

“"

soud Pﬂ ”’cj en temps O(n log n) de la maniére suivante [Conway et

al. 1967]. Supposons que n = {n

(des tdches fictives avec temps d'exécution
nul sont ajoutées si ce n'est pas le cas), réindic;ons les tdches de sorte

ces S P et ordonnancons les m t&ches J
n’ : (k-1)m+1 "7 (k=1)m+2” *° * "Ixm

machines (k = 1,2,...,£). L'exemple 1 illustre

position sur les

malité est directe: dans la valeur EC . du

cution d'une téche en k position sur une machine

L+1-k fois, et, par conséquent, ch est egal au produit scalaire




de deux n-~vecteurs (ﬂ,...,ﬂ1ﬂwl,...,ﬂﬂl,...,l,...,1) et (pl,...,ph); comme

les multiplicateurs du premier de ces vecteurs sont non-croissants, ch est

minimum si les temps d'exécution dans le second vecteur sont non-décrois-—

sants.

Cet algorithme a été généralisé pour ré&soudre Q][XCj en temps O(n log n)

également [Conway et al. 1967; Horowitz & Sahni 19767.

Le cas le plus général RI'ZC. peut €tre formulé et résolu comme un

]
probleme linéaire de transport mXn, en temps O(n3

1974]1. Soit

) [Horn 1973:; Bruno et al.

1 si J, est dans la kSE dernieére position sur Mi;
Xi'k:{ :
] O sinon.
Le probleme est alors de minimiser
m n n
kK X
Eimlzjm12k=1 Pii7i9k
sous les contraintes
m n .
I .
Ejml xijkil (i=1,...,m; k =1,...,n),
Xijkzo (L=1,...,m; 3 =1,...,n; k=1,...,n).
Donc la minimisation de Ecj requlert un temps polynomial, méme sur m
machines sans relations. Par contre, la minimisation de C est NP~dur,

max
méme sur deux machines identiques.

La preuve de NP-dureté pour P2||C est triviale. Etant donné une

max
occurrence quelconque de PARTITION, définie par des entiers positifs

S AR /b (voir section 2), nous construisons une occurrence de PZ!IC

t max

en définissant n = t et pj = aj (3 = 1,...,n). Il est clair qu'il existe

un sous-—ensemble S cC {1,..,,t} avec Zjes aj = b s1 et seulement s'il existe

un ordonnancement avec Cmax < b. Il s'ensuit que PARTITION est réductible

s et comme PARTITION est NP-complet L[Karp 1972], P2[|Cmax est

NP-dur. Ceci implique que toutes les généralisations de P2||C , telles

max
ax""'PllCmax'Q2l|Cmax'

...,R[lcm » sont également NP-durs.
En conséquence, il semble inévitable que les algorithmes d'optimisa-

a p2||c
m

que P3I|Cm. A%



tion pour ces problémes soient de nature énumérative. Un schéma général de
programmation dynamique [Rothkopf 1966; Lawler & Moore 1969] peut &tre

largement appliqué. Pour Pllcmax' ce schéma est le suivant. Soit

vrai si Jl""'J' peuvent étre ordonnancées
J

sur M,,...,M de sorte que M est
B.(tlf---ptm) = 1 "m d i
J utilisée de 0 & t, (i = 1,...,m),
faux sinon,
avec
vrai si ti =0 (i=1,...,m),
B (t, ,...,L =
O( 1! r m) { '
faux sinon.
L.'équation de récurrence est alors
B.(t t ) =v. B (t t t -p.,t t )
I S i=1 "3-1"717777 7177 i+l T
x
Solt C une borne supérieure de la valeur optimale Cmax' Pour 7 = 0,1,...,n,
calculer Bj(tl,...,pm) pour ti = 0,1,...,C (i =1,...,m), et déterminer
*®
C = min{max{t, ,...,t }|B (t,,...,t ) = vrail}.
max 1 m n 1 m

Cette procédure résoud PIIC en temps O(nCm). Pour de grandes valeurs de

max
C une procédure de séparation ("branch-and-bound") pourrait étre préférable

Toutes ces algorithmes d'optimisation requierent toutefois des temps de

calcul prohibitifs dans le pire des cas.
Comme on l'a discuté plus haut, la NP-dureté de PllQmax justifie
€galement l'emploi d'algorithmes d'approximation rapides. Il est devenu

courant de soumettre un tel algorithme & une analyse du pire des cas de

fagon a obtenir une garantie sur sa performance relative. Un des premiers

résultats de ce type concerne la solution de Pllcmax par ordonnancement

par liste ("list scheduling": LS), dans laquelle une liste de priorités des

taches est donnée et & chaque é&tape la premiére machine disponible est

s€électionnée pour exécuter la premiere taiche disponible de la liste [Graham
1966 ];

c  (ms)/c¥ <o - L
max INax m



Pour la regle du temps d'exécution le plus Ilong ("longest processing time':

LPT), od la liste contient les tdches dans 1l'ordre des P. non-croissants,

J
la borne s'améliore considérablement [Graham 1969] -

Exemple 4. P||c  (LS)
— max

la pire des occurrences:

n = (m-=1)m+1:;
(Pyre-=sp ) = (1,...,1,m).
ordonnancement approché: ordonnancement optimal:

O 1 2 3 7

max max

Exemple 5. pl|c (LPT)
max

la pire des occurrences:

n = Z2m+l;

(pl IR :Pn) = (Z2m-1,2m~-1,2m-2,2m-2,...,m+1 ,m+1,m,m,m) .
ordonnancement approché: ordonnancement optimal:

J * J
O 6 7 11 15 0 4 6 7 8 12
*
Cmax(LPT) = 4m-—1 Cmax = 3m
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4. TEMPS D'EXECUTION UNITAIRES ET INFLUENCE DES CONTRAINTES DE PRECEDENCE

Les résultats de la section 3 suggérent que des hypotheses simplificatrices

sont nécessaires pour résoudre optimalement P] |C en temps polynomial.

max
Dans cette section, nous supposons que toutes les tdches ont des temps d’

exécution unitaires, ce qui sera indiqué dans le second champ de notre

classification par pj=1 . Cette hypothése nous permet également d'étudier

1'influence des contraintes de précédence entre les taches. Il apparait qu'

il est utile de distinguer entre deux types de contraintes de précédence:

— prec (contraintes de précédence arbitraires): un graphe orienté G sans
circuits, avec des sommets 1,...,n, est donné; si G contient un chemin

de j a k, on écrit Jj -> Jk et on exige que Jj soit achevée avant que

Jk ne débute;

- arbre (contraintes de précédence en forme d'arbre): G est un arbre

orienté avec une anti-racine et des demi-degrés extérieurs au plus

€gaux a 1 en tout sommet.
Les exemples 6 et 7 ci-dessous illustrent ces concepts.
Un des plus anciens résultats dans cette catégorie de probléemes est

la solution de Plarbre,pj=1 C ., €n temps O(n) [Hu 1961]. L'algorithme de

Hu utilise l'ordonnancement par chemin critique: on définit le niveau £j

de J 3 comme le nombre de sommets sur le chemin unique de j a l'anti-racine

de l'arbre et on applique l'ordonnancement par liste a une liste qui con-

tient les t&ches dans l'ordre des £ . non-croissants. L'exemple 6 illustre

J
cet algorithme.
Exemple 6. P arbre,pjmllcmax .
occurrence: m = 2; n = 6; G: = 1 2 3 4 5 6

ordonnancement optimal:




11

LLe second résultat de base est la solution de P2[prec ,pjml lcmax en temps

polynomial. Un algorithme O(n3) LFujii et al. 1969,1971] fonctionne comme
sult: on construit un graphe non-orienté H avec des sommets 1 , ..« ,n et des
arétes {j,k} si et seulement si ni Jj > Jk ni Jk -> Jj et on obtient un
ordonnancement optimal & partir d'un couplage (c'est-d-dire un ensemble
d'arétes sans sommets communs) de cardinalité maximum de H. L'exemple 7/
l1llustre cet algorithme. Notons que le probléme peut encore é&tre résolu en

3 . “ : - _
temps O(n ) si, de plus, chaque tdche est contrainte i &tre exécutée entre

sa date de disponibilité et sa date de livraison [Garey & Johnson 1977].

Exemple 7. P2 P L=
xemple prec pj 1 lcmax

o; G:

occurrence: Il

O 1 2 3 C = 3
max
Pour toute constante m =2 3, la complexité de Pm]prec,pjml Icmax est une ques-
tion ouverte. Toutefois, 11 est connu que Plprec,pjﬂl ‘Cmax est NP-dur

LUllman 1975; Lenstra & Rinnooy Kan 1978]. La derniére de ces preuves impli-
que qu'aucun algorithme d'approximation polynomial pour PI prec, pj=1 | Cmax

ne peut avoir de borne dans le pire des cas meilleure que 4/3, sauf si

P = NP. Pour 1l'ordonnancement par chemin critique ("critical path schedul-

ing": CP) il a été montré [Chen 1975; Chen & Liu 1975] que

il
— pour m = 2,
* * 3
Cmax(cp)/cmax = 1
2 - —— pour m =2 3,

et ces bornes sont atteintes.
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5. PREEMPTION ET INFLUENCE DES DATES DE DISPONIBILITE

Nous considérons maintenant une seconde modification des modeéeles d'ordonnan-

i

cement de plusieurs machines qui conduira a plusieurs algorithmes d'optimi-

sation polynomiaux. Plus spécifiquement, nous faisons l'hypothése que la
préemption est admise sans limites: l'exécution de n'importe quelle tache

peut étre interrompue arbitrairement souvent et reprise en méme temps sur

une machine différente ou plus tard sur n'importe quelle machine. Ceci sera

indiqué dans le second champ de notre classification de problémes par pmtn.

On a montré gque pour P] pmtn] ZCj la préemption ne présente aucun avan-

tage [McNaughton 1959]. Donc, la régle non-préemptive SPT de la section 3
peut étre appliquée pour résoudre le probléme en temps O(n log n).

Une version préemptive de la régle SPT résoud lemtnl ZCj en temps

O(n log n + mn) [Gonzalez 1977]: on place les taches dans l'ordre SPT, et

on ordonnance chaque tache successive préemptivement de facon & minimiser
son temps d'achevement. L'ordonnancement résultant contient au plus
(m-l)(nm§) preemptions. L'exemple 8 illustre cette régle.

Treés peu de choses sont connues sur Rlpmtnl ZC .. Cec1i est un des pro-

J
blémes ouverts les plus intrigants dans le domaine de 1l'ordonnancement de

plusieurs machines.

Exemple 8. QI pmtn| ECj

occurrence: m = 3; slm3, s, = 2, sBml; n = 4; p1=3,p2—_~p3:8, P, =

ordonnancement optimal :

-

<=
N

O
N

c_4

] J3
0 1 3 4 ch = 14
P[ pmtn{cmax et Q' pmtnlcmax se distinguent particuliérement car dans les

deux cas il existe une expression analytique simple gui est une borne in-

. * * "
férieure évidente sur C tandis qu'un ordonnancement atteignant cette

max
borne peut &tre obtenu en temps polynomial. Pour Pl pmtnlcmax, nous avons
+.o.o.t
max Pprec-rPpy m )

10.
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La régle d'enroulement résoud ce probléme en temps O(n) [McNaughton 1959]:
remplir les machines successivement en ordonnancant les tdches dans n'im-
porte guel ordre et en interrompant une tdche chaque fois que la borne
donnée ci-dessus est atteinte. Il y aura au plus m-1 préemptions. L'example

9 illustre cette régle.

Exemple 9. Plpmtn[Cmax

occurrence: m = 3; n=6; p, =3 (j =1,...,6) =C = max{6,%2} = 7.

ordonnancement optimal :

P tn|C
our Q|pmtn| .7 Tous avons |
+ +.. .t +...
x P1 B tRy 1 "m-1 P17 TR,
“max T PGS e s v 'S T A
1 71 72 1 """ "m-1 "1 """ m
‘ol s, 2 ... 285 etp =2 2 p_. Si les machines et les tiches sont ran-

1 m 1 S n
gées de cette facon, un algorithme compliqué résoud le probleéme en temps O (n)

[Gonzalez & Sahni 1978]. Il engendre au plus 2(m-1) préemptions.

prmtnlcm peut étre formulé comme un probléme de programmation 1i-

ax
néaire [Lawler & Labetoulle 1978]. Soit

X, . tem é r J, s e
i3 PSS passe pa JJ ur Ml

Le probleme est alors de minimiser

C
max

sous les contraintes

m
- %,./Pi =1 (3 =1,...,n),
m
<< —
z1m1 xij - Cmax (3 Lreeem),
X?_ X,.. sC (i =1,...,m),
j=1 ij max
X = 0 (i=1,...,m; §j=1,...,n).
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Khachian a montré que les programmes linéaires peuvent étre résolus en temps

X
polynomial [Khachian 1979]. Etant donné une solution (x,.), un ordonnancement

1]
admissible peut également &tre construit en temps polynomial [Gonzalez &

7
Sahni 1976]. Il n'y aura pas plus d'environ —-m2 préemptions.

2

Nous pouvons étendre les modéles d'ordaonnancement avec préemption en faisant

1l'hypothese que J. devient disponible pour l'exécution & une date de disponi-

J
bilité rj (3 = 1,...,n) entiere et donnée. Ceci sera indigquée dans le second
champ de la classification par r.. Les modeles résultants sont loin d'étre

J

i,

triviaux et nous nous limitons a mentionner les résultats les plus importants.

Lorsqu'on ordonnance avec des dates de disponibilité, on peut distinguer

trois types d'algorithmes. Un algorithme est connecté ("on-line") si a4 n'im-
porte quel moment seule l'information sur les taches disponibles est requise.

Il est presque connecté ("nearly on-line") si de plus la date de disponibilité

suivante doit étre connue. Il est déconnecté ("off-line") si toute 1l'informa-

T

tion est disponible a l'avance.

P pmtn,rj lZCj et lemtn,rj l ZCj sont tres largement ouverts. Tout ce
que nous connaissons a propos de ces deux problémes c'est gqu'il n'existe pas

d'algorithme connecté, méme pour le cas de deux machines identiques [Labe-

toulle et al. 19791].

Pl pmtn,rj IC peut étre résolu par un algorithme connecté O (mn) [ Horn

Mmax

1974; Gonzalez & Johnson 1980], et Q[pmtn,rj lcmax par un algorithme presque

connecté O(n2) [Sahni & Cho 1979; Labetoulle et al. 1979].

Finalement, nous faisons l'hypothése que, de plus, J. doit étre achevée

J
pas plus tard qu'une date de livraison dj. (j = 1,...,n), et nous remplacons
l'objectif de minimisation de C par un test d'existence d'un ordonnance-

max |
ment avec préemption admissible tant pour les dates de disponibilité gque

pour les dates de livraison. On a montré qu'il n'existe pas d'algorithme

presque connecté, méme pour le cas de deux machines identiques [Sahni 1979].

Toutefois des algorithmes déconnectés sont disponibles: P] pmtn,xr . ,d, ‘ - peut

J 3]
€tre résolu par un calcul de flot dans les graphes O(n3) [Horn 19741, et

lemtn,r j'dj I" au moyen d'un modele de flot dans les graphes "généralisé"

0O (n6) [Martel 1979].
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6. REMARQUES EN GUISE DE CONCLUSION

Nous avons passé€ en revue quelques-uns parmi les nombreux résultats récents
dans le domaine de l'ordonnancement de plusieurs machines. Plusieurs sujets

n'ont pas €té examinés; en particulier nous mentionnons 1'extension du

modele pour inclure des contraintes sur les ressources additionnelles, pour

lequel de nombreux résultats sont maintenant disponibles [Graham et al.

1979; Blazewicz et al. 1980]. Le développement d'algorithmes de sophistica-

tion croissante combiné avec une application approfondie des outils de la

théorie de la complexité de calcul devrait continuer & rendre intéressant

le domaine de l'ordonnancement de plusieurs machines tant pour les théori-

ciens que pour les praticiens.
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